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ABSTRACT

In this paper we report the results obtained by a comparative multivariate morphometric study of two bivalve species belonging to the
family Limopsidae Dall, 1895, from some Pliocene localities in Malaga (Southern Spain): Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa, 1842) and
Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald, 1830). Valve shape has been studied using Fourier series analysis of outlines (Gonzalez
Donoso and Palmqvist, 1990), and the form of the cardinal edge by means of shape-coordinate analysis (Bookstein, 1991). The results
obtained with the application of principal component analysis and discriminant analysis suggest that both species should be synonymised.
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RESUMEN

En el presente trabajo se exponen los resultados obtenidos al efectuar un estudio morfométrico comparativo, consistente en analizar la
forma del contorno de las valvas mediante el analisis de series de Fourier (Gonzalez Donoso y Palmqvist, 1990) y la del borde cardinal a
través de la estimacion de coordenadas morfoldgicas (Bookstein, 1991) de dos especies del Plioceno malacitano pertenecientes a la familia
Limopsidae Dall, 1895: Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa, 1842) y Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald, 1830). Los resultados
obtenidos tras la aplicacion de analisis multivariante, indican que existen morfotipos intermedios, lo que sugiere la conveniencia de
sinonimizar ambas denominaciones.

Palabras clave: Mollusca, Bivalvia, Limopsidae, analisis de Fourier, coordenadas morfologicas, analisis multivariante, Plioceno, Malaga.

INTRODUCCION

La familia Limopsidae constituye un grupo de bivalvos
marinos arcoideos y comprenden especies de tamafo por lo
comun pequeino. Es conocida desde el Tridsico superior y
actualmente presenta una distribucion mundial. Los limdpsi-
dos habitan aguas en general profundas de las plataformas
continentales, existiendo tanto especies infiunicas como epi-
faunicas en o sobre fondos fangosos, a los que suelen fijarse
mediante un biso. Las conchas son de morfologia entre circu-
lar y ovalada, con charnela taxodonta, ligamento externo y
resilium.

Limopsidae es una familia cercana a los gliciméridos (fam.
Glycymeridae) y también a los filobriidos (fam. Phylobryidae),
aunque las relaciones filogenéticas entre las tres familias no
son del todo conocidas. Oliver (1981) realizd un amplio estu-
dio sobre la morfologia funcional y la evolucion de los limop-
sidos actuales, trabajo al que remitimos al lector para una
mayor informacién sobre el grupo.

Actualmente, las especies de limopsidos que habitan las
costas europeas son escasas y, ademds, sus poblaciones estin
representadas por numeros bajos de individuos.

En la bibliografia paleontoldgica del Nedgeno europeo se
citan con cierta frecuencia diversas especies de esta familia,
pero no suelen ser abundantes, tal y como ocurre en la
actualidad. Las especies Limopsis (Pectunculina) aradassi (Tes-
ta, 1842) y Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald, 1830)
son dos de las mas mencionadas, aunque aparecen bajo diver-
sos nombres especificos, subespecificos o de variedades.

Ambas formas se hallan representadas en los yacimientos
fosiliferos del Plioceno marino de la region de Estepona (Mdla-
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ga) (Lozano Francisco et al/, 1994), que actualmente son obje-
to de una revision paleontoldgica profunda, especialmente por
lo que se refiere a la malacofauna. Al realizar el estudio de
dichas especies se encontré que, aunque en algunos casos
pueden discriminarse visualmente en funcion de los criterios
proporcionados por la bibliografia, la mayor parte de las veces
los ejemplares presentan caracteristicas intermedias, lo que
plantea problemas de atribucion sistemaética.

A fin de establecer si dichas diferencias resultan estadisti-
camente significativas, asi como para estimar la incidencia de
los posibles morfotipos de transicion, se ha efectuado un
estudio morfométrico comparativo, consistente en analizar la
forma del contorno de las valvas mediante el ajuste de series
de Fourier (Rohlf, 1990; Gonzalez Donoso y Palmgqvist, 1990)
y la del borde cardinal usando uno de los métodos de la
morfometria geométrica (Bookstein, 1991).

Todos los ejemplares utilizados para la realizacion del
presente trabajo se encuentran depositados, encontriandose
accesibles para su estudio, en el Departamento de Geologia y
Ecologia de la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Malaga.

LOCALIZACION DE LOS YACIMIENTOS

El material estudiado proviene de cuatro yacimientos pliocénicos (Padron,
Velerin, Guadalmansa y Bizcornil) localizados en la region de Estepona
(Malaga) (Fig. 1A). Los depositos pliocénicos muestran un dispositivo
horizontal o ligeramente inclinado hacia el S, disponiéndose discordantes
sobre materiales de las Zonas Internas (Alpujarride y Maldguide), materia-
les del Complejo del Campo de Gibraltar y, localmente, sobre materiales
de la Formacion San Pedro de Alcantara (Aguado er al., 1990). A su vez,
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son cubiertos en discordancia por depositos aluviales cuaternarios y los
aluviales de los rios actuales (Fig. 1A). Dentro de los depdsitos pliocénicos
se diferencian dos conjuntos de facies, que cambian lateralmente entre si
(Fig. 1B). El mds proximal se caracteriza por un gran predominio de facies
conglomeriticas con bases canalizadas, e intercalaciones ocasionales de
niveles decimétricos de arenas masivas, arenas con cantos 0 arenas mos-
trando estratificacion cruzada. Estas facies presentan gran abundancia de
fauna, que aparece normalmente muy fragmentada v desgastada. El mayor
contenido en intercalaciones de facies arenosas hacia el S evidencia el
cambio de facies con el conjunto mds distal, que se caracteriza por un
dominio absoluto de facies arenosas, predominando las arenas masivas o
algo bioturbadas con abundante fauna, que muestra normalmente un
excelente estado de conservacion. En estas ultimas facies se intercalan
también, ocasionalmente, arenas con gravas o con estratificacion cruzada.
Los yacimientos de Velerin, Guadalmansa y Bizcornil se localizan en la
zona de transicion de un conjunto a otro, mientras que el yacimiento de

Padrén pertenece al segundo conjunto de facies (Fig. 1B). Un analisis mas
detallado de las facies que constituyen estos yacimientos, con referencia a
los aspectos estratigraficos, sedimentologicos y tafondmicos, se recoge en
el trabajo de Lozano Francisco et al. (1994).

ALGUNAS CONSIDERACIONES GENERALES

Los principales rasgos que la bibliografia resalta para la identificacion
de L. aradassi y L. anomala consisten en la morfologia del contorno de
las valvas y el borde cardinal, asi como de la ornamentacion. De esta
forma, a partir de los datos bibliograficos se pueden extraer los caracteres
comentados a continuacion.

i A

Sevilla

=i

Estepona Or:'j;.—:E“:!Km

@ Velerin, Guadalmansa y Bizcornil

Padron B

a.- Substrato
pre-plioceno

b.- Predominio de facies
conglomeraticas

c.- Predominio de
facies arenosas

Figura 1. A: Localizacion geografica de los yacimientos estudiados y contexto geoldgico del Plioceno marino de la parte occidental de la provincia de
Milaga. 1.—Aluvial reciente; 2.—Aluvial cuaternario; 3.—Plioceno (* yacimientos: a.—Padron; b.—Velerin; ¢.—Guadalmansa; d.—Bizcornil); 4. —For-
macién San Pedro de Aledntara; 5—Complejo del Campo de Gibraltar; 6.—Complejo Maldguide; 7.—Complejo Alpujarride; 8.—Peridotitas
asociadas al Complejo Alpujarride. (Base cartogrifica basada en Chamon er af.,, 1978 y Aguado er af., 1990). B: Dispositivo estratigrifico de los dos
conjuntos de facies del Plioceno de la region estudiada y situacién aproximada de los yacimientos.
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Tanto L. aradassi como L. anomala presentan una ornamentacion
formada por gruesas lineas de crecimiento y costillas radiales que forman
nodulos, a veces semejantes a estructuras aserradas, asi como por un
margen interior dentado. El borde cardinal puede ser desde rectilineo a
oblicuo, con un grupo de 3 a 5 dientes anteriores, rara vez 2, y de 2 a 6
posteriores, siendo 4 el nimero mas frecuente. La foseta ligamentaria es
triangular. Se diferencian en la bibliografia fundamentalmente por la for-
ma del contorno de sus valvas y el borde cardinal, siendo L. aradassi
redondeada y de borde cardinal oblicuo, mientras que L. anomala muestra
un borde cardinal mas o menos recto y el contorno de la valva mds
oblicuo o rectangular (Lam. I). Otros caracteres morfologicos utilizados en
los trabajos cldsicos para su diferenciaciéon son la ornamentacion (costulas
concéntricas mas marcadas en L. anomala, mientras que L. aradassi
presenta un reticulado), el margen interior (crenulacién uniforme y poco
marcada en L. anomala; crenulacion mas grosera en L. aradassi) y, espe-
cialmente, el nimero de dientes de la charnela (un méximo de 4 dientes
horizontales a un lado y 5 al otro en L. anomala; 6-8 dientes oblicuos a
un lado y cerca de 5, casi verticales, al otro en L. gradassi).

Ambas especies han sido citadas en el Mioceno y el Plioceno euro-
peos, tanto en la vertiente atlintica (costa francesa, por ejemplo) como en
la mediterrinea (especialmente, Mediterraneo occidental) (Sacco, 1898;
Cerulli-Irelli, 1907; Caprotti, 1968; Malatesta, 1974; Lauriat-Rage, 1981;
Montefameglio et al., 1980). También son conocidas de las cuencas centro-
europeas y de la Europa oriental.

Las citas de la especie L. aradassi son exclusivas del Mioceno y
Plioceno, mientras que L. anemala [= L. minuta (Philippi, 1836)] vive
actualmente a ambos lados del Atlintico, desde Terranova hasta Florida y
desde Noruega hasta Canarias, asi como en el Mediterrineo (Parenzan,
1974). La actual L. anomala vive a profundidades entre 55 y 1325 m, fijada
al sustrato mediante el biso (Malatesta, 1974).

A continuacién se presentan algunos comentarios sobre las dos for-
mas estudiadas, a partir de los datos bibliogrificos. Se acompanan por
unas sinonomias basicas para cada una de las formas.

Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald, 1830)

1898 Pectunculina anomala (Eichwald); Sacco, 41, Lam. 10, Figs. 11-23.
1902-12  Limopsis minuta (Philippi); Cossmann y Peyrot, 201, Lim. 7,

Figs. 9-12.

1907 Limopsis anomala (Eichwald); Cerulli-Irelli, 122, Lam. 11, Figs.
13-15.

1968 Limopsis anomala f. minuta (Philippi); Caprotti, 99, Lam. 2, Figs.
8-9.

1972 Limepsis anomala var. minuta (Philippi); Caprotti, 55.
1974 Limaopsis minuta (Philippi); Parenzan, 52, Lam. 6, Fig. 46.

1979 Limaopsis (Pectuncutina) anomala (Eichwald); D’Alessandro et al.,
28, Lam. 5, Fig. 9.
1981 Limopsis (Pectunculina) anomala coxi Glibert y Van de Poel;

Lauriat-Rage, 35, Lam. 2, Fig. 4.
1981 Limopsis minuta (Philippi); Oliver, 89, Fig. 15.
1992 Limepsis minuta (Philippi); Cavallo y Repetto, Fig. 537.

Sacco (1898) distingui6 tres variedades de esta forma (minuta, cance-
llata y dertolaevis) en el Plioceno italiano, haciendo énfasis en su acusada
variabilidad, tanto por lo que se refiere a la charnela como a la ornamen-
tacion y el contorno de las valvas.

Cerulli-Irelli (1907) comentd la falta de constancia morfologica de los
gjemplares descritos bajo ¢l nombre de L. anomala, por lo que prefirio
usar ¢l nombre en un sentido amplio dentro de su trabajo sobre la
malacofauna pliocena italiana.

Lauriat-Rage (1981) citd tres subespecies L. (P.) anomala anomala
(Eichwald) para el Mioceno de Europa oriental; L. (P.) anomala cancellata
(Michelotti) para el Plioceno mediterrineo y L. (P.) anomala coxi Glibert
y Van de Poel para el Plioceno atlintico-nérdico, diferenciando las dos
subespecies pliocenas bdsicamente por su escultura,

Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa, 1842)

1814  Arca minuta Linné; Brocchi, 482, Lam. 11, Fig. 4.
1898  Pectunculina aradassi (Testa);, Sacco, 41, Lam. 10, Figs. 4-10.
1968 Limaopsis aradassi (Testa); Caprotti, 100, Lam. 2, Fig. 7.

1972 Limopsis aradassi (Testa); Caprotti, 56.

1974 Limopsis (Pectunculing) aradassi (Testa); Malatesta, 28, Lam. 2,
Fig. 6.

1981 Limopsis (Pectunculina) recisa (Defrance); Lauriat-Rage, 35-36, Lam.
2, Figs. 5-6.

En su comentario sobre esta forma, Sacco (1898) sefialé sus dudas
sobre si se trata de una especie independiente o bien solo es una variedad
de L. anomala, aunque la constancia de ciertos caracteres le persuadio
para mantenerla como una especie distinta.

Lauriat-Rage (1981) la cito como L. (P.) recisa (Defrance, 1826),
agrupandola con L. aradassi (Testa), Esta autora concluy¢ que la forma
L. recisa, considerada endémica del Valle del Loira (Mioceno y Redonien-
se), presentaba pocas diferencias con la forma L. aradassi, descrita en el
Plioceno mediterraneo. El morfotipo mediterrineo es de mayor talla,
aunque en la region de Nantes y el Golfo de la Mancha la especie
L. recisa (Defrance) retine las dimensiones y la ornamentacion observadas
en las formas del Plioceno mediterrineo (Lauriat-Rage, 1981). Por cues-
tion de prioridad, el nombre vilido seria entonces L. recisa.

MATERIAL Y METODOS

Los efectivos disponibles para el estudio consisten en un total de 115
valvas pertenecientes al morfotipo L. aradassi (108 completos y 7 fragmen-
tos) v en 706 pertenecientes a la forma L. anomala (674 completos y 32
fragmentos). En ambos morfotipos se incluyen los ejemplares con caracte-
risticas intermedias que resultaron, en principio, mas afines visualmente a
cada uno de los mismos.

El material utilizado para el estudio biométrico es de 50 valvas com-
pletas, derechas e izquierdas indistintamente, de cada uno de los morfoti-
pos, proveniendo de los yacimientos de Guadalmansa y Padron (Fig. 1A),
por ser en ellos donde presentan mayor abundancia. Los ejemplares
seleccionados se dibujaron - utilizando un dispositivo de camara clara aco-
plado al microscopio y se procedid a la foma de coordenadas (x,y) en su
periferia, empleando a estos fines una tableta digitalizadora.

La forma del contorno de las valvas se analizo mediante el ajuste de
series de Fourier en contornos cerrados por radios polares (Ehrlich y
Weinberg, 1970; Palmqvist, 1989; Gonzdlez Donoso y Palmqvist, 1990). La
forma del contorno de la figura se estima a partir de la siguiente ecuacion,
que permite ajustar la expansion de un radio que discurra desde el
centroide de la figura hasta su periferia, en funcion del angulo de rotacion
en un sistema de coordenadas polares (R,a) cuyo origen se sitie en el
centro de masas del contorno:

R(a) =R, [1+ E A, cos (na) + E B, sen (na)l,

n=I =1

ecuacion que normalmente se usa en la siguiente transformacion:

R(a) =R [1+ E C, cos (nae — P))],

n=1
con C, = (A + B)H'" y P, = arctan (B,/A),

donde @ es el dngulo polar formado por el radio (R,&) con una linea
horizontal de referencia que cruza al centro de masas del contorno, R, es
el radio de una circunferencia con drea equivalente a la de la figura
analizada, n es el denominado orden armonico, C, es la amplitud del
armonico de orden ny P, es su dngulo de fase.

En la Fig. 2 se presentan diversas simulaciones computerizadas de la
proyeccion de una valva izquierda de L. anomala, obtenidas incorporando
los sucesivos armdnicos de la serie de Fourier ajustada al mismo. Segin
se puede observar en ella, los primeros armodnicos describen los compo-
nentes geométricos globales de la forma del contorno (p. ej., el segundo
da cuenta del alargamiento general de la figura), mientras que los detalles
mas localizados necesitan un numero mayor de términos de la serie para
ser reproducidos. No obstante, las principales caracteristicas del contorno

Lamina 1

| Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald). Valva izquierda dorsal.

2 Limepsis (Pectunculina) anomala (Eichwald). Valva derecha ventral.

3 Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald). Valva derecha ventral;
detalle de la charnela.

4 Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald). Valva derecha ventral;
margen interno crenulado.

5 Limopsis (Pectuneculina) anomala (Eichwald). Valva izquierda dorsal;
detalle del umbo.

6 Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald). Valva izquierda dorsal;
detalle de la escultura.

7 Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa). Valva izquierda dorsal.

8 Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa). Valva izquierda ventral.

9 Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa). Valva izquierda ventral; deta-
lle de la charnela.

10 Eimopsis (Pectunculina) aradassi (Testa). Valva izquierda dorsal; deta-
lle del umbo.

11 Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa). Valva izquierda ventral; mar-
gen interno crenulado.

12 Limopsis (Pectunculina) aradassi (Testa). Valva izquierda dorsal; deta-
lle de la escultura.

En los ejemplares 1, 2, 7 y 8 la barra equivale a 1| mm y en los restantes a

0,1 mm.
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Lamina I
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de la valva se describen adecuadamente con los cinco primeros armoni-
cos, razén por la que solo se retuvieron €stos como variables en los
andlisis multivariantes efectuados posteriormente.

La forma del borde cardinal de las valvas se analizo utilizando una de
las metodologias de la morfometria geométrica (Bookstein, 1991), la esti-
macion de coordenadas morfoldgicas (shape coordinates) para puntos de
referencia o landmarks. El fundamento de esta técnica es el siguiente:
para un conjunto formado por tres landmarks, con sus respectivas coorde-
nadas cartesianas (x,p), se puede construir un triangulo y efectuar una
transformacion de las coordenadas originales de los landmarks, de forma
tal que el primero y el segundo pasen a formar una linea base de
referencia, tomando los valores (0,0) y (1,0), respectivamente, con lo que
la forma del triangulo quedaria entonces definida por las nuevas coordena-
das (x’y’) para el tercer punto. Los algoritmos necesarios para efectuar
esta transformacion son los siguientes:

(Xg = Xa) K =X+ (Yg — Y (Yc— Y
Xy — X + (Yy — Y, P

— Ky — X)) Ve — Y0+ (Y — Y, XK — X))
e

Xe=

(Xg — X P+ (Y — Y,)?

Los landmarks seleccionados en el borde cardinal fueron los puntos
de inflexion en los extremos anterior y posterior de la charnela, y el
extremo superior del umbo. Conviene precisar que al sélo disponer de
tres landmarks no pudieron utilizarse otras metodologias morfométricas
mas resolutivas, como el andlisis de deformaciones principales y relativas
(Bookstein, 1991).

Una vez estimados los valores que toman las valvas analizadas en las
variables morfométricas, se procedio a efectuar dos andlisis multivariantes
sobre la matriz formada por los ejemplares y las seis variables [amplitudes
armonicas de los términos 2 a 5 en la serie de Fourier y coordenadas
morfologicas (x',y’) para el tercer landmark tomado en el borde cardinal],
consistentes en un analisis de componentes principales en modo R sobre
la matriz de correlaciones entre las variables (Reyment y Joreskog, 1993;
Reyment et al, 1984) y un andlisis discriminante lineal entre los dos
morfotipos (Davis, 1986).

RESULTADOS

En la Fig. 3 se han representado, conjuntamente, los
resultados obtenidos en los analisis morfométricos multiva-
riantes realizados. Como puede apreciarse en ella, existe un
amplio solapamiento entre los ejemplares de los dos morfoti-
pos en el plano definido por los componentes principales I y
I, que dan cuenta del 55,7% de la varianza original. De
acuerdo con la magnitud y signo de los factores de carga de
las variables en estos ejes, el componente I resulta correlacio-
nable con las amplitudes de los armonicos 2, 3, 4 y 5, por lo
que ordena hacia sus valores positivos las valvas mds alarga-
das y rectangulares y hacia los negativos a las mads circulares,
mientras que las variables que muestran una mayor contribu-
cion al componente 1I son las coordenadas morfoldgicas (x’)’)
para el extremo del umbo. El tercer componente principal, no
representado en la figura, explica el 16,4 % de la varianza y los
valores que sobre él toman los ejemplares muestran un sola-
pamiento en el morfoespacio incluso mayor que en el caso de
los dos componentes anteriores.

Respecto a la funcion discriminante entre ambos morfoti-
pos, que toma la direcciéon de madxima varianza entre los
grupos en relacion a la varianza intragrupos, también se pue-
de observar una amplia superposicion de los valores que
toman los ejemplares analizados, aunque la distancia de Maha-
lanobis (D* = 3,57) entre los centroides o medias multivarian-
tes de los grupos resulta estadisticamente significativa, de
acuerdo con el criterio F de Fisher (F,,; = 14,1; p < 0,001).
No obstante, la funcion discriminante solo permite reclasificar
correctamente a su grupo de origen un 76 % de los ejempla-
res, lo que indica la existencia de numerosas formas de transi-
cion entre los dos morfotipos extremos.

Respecto al tipo de ornamentacion, se observa que ambas
formas presentan lineas concéntricas de crecimiento bien mar-
cadas y costillas radiales que forman nddulos en su intersec-
cion con las primeras (ver Lam. I, Figs. 6 v 12).

El margen interno presenta una ornamentacion uniforme
y bien marcada en los dos morfotipos, pudiendo ser mds
tenue en algunos ejemplares pertenecientes a una u otra
forma indistintamente (ver Lam. I, Figs. 4 y 11).

Para la charnela se procedid a contar el numero de
dientes anteriores y posteriores en cada uno de los 50 ejem-
plares de ambos morfotipos seleccionados para el analisis
morfométrico. El nimero medio de dientes anteriores en
L. anomala (X = 4,06; s = 0,55; max. = 5; min. = 3) no
muestra diferencia respecto al de L. aradassi (X=4,04; s=0,60;
max.=35; min. = 2). Por el contrario, el nimero medio de
dientes posteriores en L. anomala (X = 3,46; s = 0,79; max. =6;
min. =2) si resulta significativamente inferior al de L. aradas-
si (X=4, 06; s =0,62; max. = 5; min. = 3), de acuerdo con un
test ¢ de Student (r = 4,22; p < 0,001). No obstante, el valor
del coeficiente K de Lubischew (en Sneath y Sokal, 1973)
indica, segiin su aproximacion a la distribucion f [(k/2)* =0,422],
que aunque las medias resulten diferentes de manera estadis-
ticamente muy significativa, ambas poblaciones muestran una
clara continuidad en el morfoespacio, pues las distribuciones
se solapan en mas del 60% de los ejemplares para este
caracter.

CONCLUSIONES

En vista de los resultados obtenidos mediante el analisis
morfométrico multivariante, se propone la conveniencia de
considerar ambas especies como sinonimas, siendo en tal
caso la mds antigua la denominacion correcta, de acuerdo con
la regla de prioridad en la nomenclatura zooldgica. Por ello,
las formas anteriormente denominadas Limopsis (Pectunculi-
na) aradassi (Testa, 1842) pasarian a designarse como Limop-
sis (Pectunculina) anomala (Eichwald, 1830).

Ty,
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Figura 2. Simulaciones mediante series de Fourier del contorno de una
valva de Limopsis (Pectunculina) anomala (Eichwald, 1830); los
numeros hacen referencia al orden arménico utilizado en cada
simulacion,
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APENDICE

Las ecuaciones de la serie de Fourier para contornos cerrados se
ajustaron siguiendo los pasos que se detallan a continuacion (Palmgvist,
1989), deducidos a partir de los algoritmos presentados originalmente bajo
notacion integral por Ehrlich y Weinberg (1970):

En primer lugar, se tomaron las coordenadas cartesianas (xp) de un
conjunto de puntos (en torno a 200) situados sobre la periferia de la
proyeccion de las valvas, utilizando a estos efectos una tableta digitalizado-

ra marca CALCOMP, que permite una resolucion de 0,1 mm en la toma
de coordenadas. El nimero de puntos depende de la precision que se
requiera en el analisis y su localizacion es arbitraria, pero como regla
general se necesitan mas coordenadas sobre aquellas regiones del contor-
no donde se presentan los cambios de curvatura mas acentuados, mien-
tras que en las zonas mas suaves se precisan menos puntos para su
definicion. Las coordenadas se toman secuencialmente, en el sentido
contrario al de las agujas del reloj. Si se desea retener la informacion
referente a la orientacion de los armdnicos en las figuras, sdlo se necesi-
tan dos puntos equivalentes en los contornos, que permitan rotar a todas
las [iguras hasta alcanzar una misma posicion.

Una vez estimadas las coordenadas (x,p) de L puntos, se cierra el
contorno asumiendo que X;,, = X;y ¥, , =Y, El siguiente paso consiste
en calcular el drea encerrada por el contorno, a partir de la ecuacion:

L
A= EI(‘](Hl +Y) X, — X, 01/ 2,
=1
y entonces se calculan los primeros momentos totales sobre los gjes X e V:

L
MY = Y [(Y?,, + Y,

j+l

Y, + Y2 (X, — X0l / 6

i=1

L
MX = YI(X%,, + X;

i+l
=

X + X% (Y, — Y, )1/ 6,

¥

lo que permite estimar las coordenadas cartesianas del centroide de la
figura, dividiendo los momentos totales apropiados por el irea del contorno:

Xe=MX/AyY.=MY/A

Cada uno de los L puntos tomados en la periferia del contorno se
puede expresar entonces en coordenadas polares (R,a) respecto al centro
de masas, segun la transformacion:

R; = [(Y; — Yo)F + (X; — X04'"?
a; = aretan [(Y; — Yo) / (X; — X
v se vuelve a considerar que R, ., = R, v a;,, = a,.

El siguiente paso consiste en calcular el radio medio de la figura (R)
mediante la ecuacion:

L
R =7 /4 Y [ (R, + R) (aj, + el /6,

i
1

en la cual se debe tener en cuenta que si a;,, se localiza en el primer
cuadrante (0°-90%) y a; en el cuarto (270°-360"), entonces se debe sumar
27 a la diferencia de angulos.

A continuacion, los radios de los puntos que describen la periferia del
objeto se dividen por el radio medio (R* = R/R,), lo que independiza el
andlisis del tamano de la figura, calculindose Tos valores de términos A, y
B, de la seric de Fourier a partir de los siguientes algoritmos:

L
i /= Z [ ((R*,; — R*) (cos (na;,,) —cos (na) ) ) / ( (), —a) n?)

A =
=t + ey sen (ngg,) — R sen (na;) ) / nl,
L

B, = l/rn Z | ((R"’j+| —_ R*j) (sen (najﬂ) — sen (naj) Y)Y/ ( (r,!jﬂ - aj) n?)
=l — 4y cos (nag,) — R* cos (nay) ) / nl.

La precision del andlisis de series de Fourier para caracterizar un
contorno depende del numero de coordenadas tomadas inicialmente para
definir la periferia y del nimero de armonicos usados en el ajuste de la
serie. Como regla general, se deben tomar al menos un nimero doble de
coordenadas en el contorno que el del mayor orden armonico que se
desee ajustar. Este andlisis posibilita descomponer la forma de la figura en
sus diferentes componentes geométricos, con independencia de su tamafno
y sin necesidad de contar con puntos homologos.

La caracterizacion del contorno puede ser tan precisa como se desee,
pues las amplitudes de los arménicos de orden bajo estiman los aspectos
geométricos globales de la figura analizada, mientras que las amplitudes
de los armonicos de orden superior describen aquellos aspectos de menor
detalle en la escultura del contorno. Asi, se puede considerar que la
amplitud del segundo armonico representa la contribucion a la forma
empirica de un trébol de’dos hojas y es, por tanto, una estimacion de su
grado general de alargamiento. El tercer armdnico estima la semejanza
con un trébol de tres hojas, una medida de su triangularidad. En general,
la amplitud armonica del término r de la serie de Fourier representa la
contribucion morfoldgica de un trébol de r hojas al contorno estudiado.
La amplitud del primer armonico es una medida del error cometido en el
ajuste de la serie al contorno. Finalmente, los dngulos de fase, divididos
por su correspondiente orden arménico, indican en qué region de la figura
se localiza la influencia de los armdnicos.



